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工程數學與水文學的 3D 視覺化建模教學 

一. 本文 Content 

1. 研究動機與目的 Research Motive and Purpose 

30年前的科幻電影「回到未來」，當初想像的科技很多都已經實現了，現在的科幻

電影是否預言了未來 30年後的科技呢？騰空手指筆畫即可虛擬畫出 3D 物件，進行工

程設計、旋轉、縮放、修改，這些技術是否是未來教學、討論、學習的工具呢？ 

現在有平板、智慧型手機等，學生、教師不再侷限於傳統教室黑板上課，可以使用

筆電、平板等進行動態及視覺化的上課教學方式，上課可說是方便又生動，現在科技能

做到的事可以使用程式語言、3D建模教學，可以根據自己的想法畫出各種 3D圖。 

故本計畫的動機是想像未來 30年後可能的視覺化教學方式，提早讓未來師生的教

育與學習的影像、及 3D建模上課變成常態，故本計畫的目的是將工程數學與水文學複

雜的內容與公式，進行 3D圖視覺化呈現與分析，提升學習成效，並進一步藉由跨領域

的課程整合與實作加深學生的印象。 

未來教學的想像是希望未來可以讓學生有一個激發創造力的展現，以修課學生的成

長與學習為目的，並鼓勵進行跨領域的交流、不拘泥於犯錯，勇敢地面對生活中的大小

問題。然而，每個人專長皆不一，也並非每個課程都適合所有的學生。因此，讓學生透

過課程的了解與分析，規劃出屬於學生自己的課程地圖，從課堂上的理論到生活中的實

作，用不同的角度去思考與體驗，替創新路上打造專屬於學生專業的核心能力。重點是

在實際的專案與實作中，透過主動積極的思考模式，與夥伴們一起不斷嘗試、解決現實

中的問題，畢竟天生我材必有用，每個人都可以創造出更好的、甚至是無限的可能。所

以，全方面地推動發揮想像力與創新能力的新型教育，培養並鼓勵學生以創新的概念去

思考，並以創意的方式去解決問題，以及建立跨領域的創新整合設計與實作，是本計畫

的主要目標。 

本計畫之教學實踐課程包含工程數學與水文學，工程數學由計畫主持人胡明哲教授

擔任授課教師，計畫主持人在工程數學課程結合 3D繪圖視覺化呈現。水文學由協同主

持人許少瑜副教授擔任授課教師， 計畫主持人胡明哲教授執行水文學之 3D建模及視

覺化之應用，以及跨領域學習工程數學之數學工具，結合應用於水文學之物理現象分

析。 

工程數學是一門工程專業課程，可以做為一個工具，應用在水文學、地下水課程這

些專業課程，例如河川流量變化、地下水污染傳輸、地下水流動等。然而，現今大多數

教學的方式偏重教師單方面的教學，並以考試、作業檢視學生的學習成效，在這種環境

下，學生可能只願意去尋求標準答案，而不是去了解工程數學如何跨領域應用於水文

學、地下水課程，以及這些專業科目的關聯。這結果使得學生將工程數學視為獨立的課

程，認為工程數學的用處不大而沒什麼學習興趣。大多數學生上課時將會興致缺缺，甚

至睡覺、滑手機或是做其他事情，浪費每週的三小時，甚至在修完課程後就忘記曾經學

過什麼。這樣不但使上課沒有任何意義，也只是單純地浪費時間。 

於是，如何激發學生對工程數學的興趣，以及如何幫助學生在課堂中有效率地學習

是一門重要的課題。為了改善問題，進行領域整合學習，讓學生清楚地了解水文學、地

下水課程如何結合工程數學的應用，並提升學生的學習興趣，讓學生可以在修完課程後
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印象深刻，即是此研究計畫的目的。 

現代程式語言功能多樣，要以程式語言畫出 3D圖不是件難事，於是研究計劃打算

藉由程式語言，把工程數學的跨領域應用以 3D繪圖視覺化呈現，而不是枯燥乏味的公

式與過程說明，讓學生從 3D圖中了解工程數學的功能與有趣之處，也能同時理解工程

數學如何應用於水文學、地下水課程，達成事半功倍的效果。此外，為了讓學生們更能

深入學習並理解工程數學的原理，會建議學生自主獨立學習，於上課前預習，也希望學

生能透過寫程式畫 3D 圖，去理解工程數學的公式與 3D圖的構成原理，以及思考如何

應用工程數學於其他領域，將有助於學生加深印象，培養出明確的認知概念與獨立的思

考能力，而不是透過以往傳統的作業與考試來求得標準答案，導致學後就忘的情形。 

 

2. 研究問題 Research Question 

(a) 問題：2050年大學的未來教學會是如何？ 

本計畫希望開放的去想像未來農業工程、環境的必修課「工程數學」、「水文學」的

教學的可能變化。利用現在科幻的 3D物件模型建構，進行農業工程、水文學、環境規

劃設計，想像未來教學、討論、學習的工具。 

 

(b) 問題：在教學上，數學分析工具能否與環境領域的應用整合？能否利用視覺化 3D

繪圖協助教學？ 

本計畫目標將整合工程數學、水文學之地下水應用的跨學科學習。如使用工程數學

的折積(convolution)概念，搭配集水區的降雨紀錄與單位歷線，在水文學中學習推估出

集水區的河川流量，水文學中的地下水分析可使用拉普拉斯方程(laplace equation)推估

地下水流動，也利用熱傳導方程式(heat equation)進行地下水污染傳輸之模擬。藉由以上

的例子來說明工程數學的用處，同時也能學習其他的專業科目，達成領域整合學習的目

的。 

透過程式語言把工程數學的應用轉成視覺化 3D圖，也就是將工程數學的教學內容

與河川流量、地下水污染傳輸、地下水流動等相關應用做結合，以 3D 動畫圖呈現。 

 

(c) 問題：如何激發學生對工程數學的興趣，以及如何幫助學生在課堂中有效率地學習

是一門重要的課題？ 

本計畫目標為訓練學生自主獨立學習，於上課前要求學生進行預習，再與老師事前

討論，了解一下要學習的內容，課後則以自由開放的態度讓學生學習摸索程式語言，嘗

試使用程式語言畫 3D 圖，藉由預習與實作加深印象，而不是單純地套用公式去解課本

的習題或應付考試。 

本教學方式希望翻轉老師學生教與學的互動關係，請學生上台解釋課程教材，使得

學生更深入了解課程內容，並利用年輕世代學生對科技(電腦、平板、程式、美學)的工

具，進一步更新一般的教學方式與工具。 
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3. 文獻探討 Literature Review 

本研究整合視覺化 3D學習、翻轉教學關係、獨立學習的觀念，以下回顧相關教育

研究的文獻。翻轉教室是近年來常被提及的教學理念[1-3]，藉由翻轉老師與學生教學關

係，提高學生上台改為課程的解釋者。讓學習者思考如何學習內容，授課者更有效益的

運用課堂互動時間，增加老師與學生的互動，並培養學生獨立思考、自主解決問題的習

慣，有助於加深學生在課堂中學習的印象。故本研究結合翻轉教學，嘗試翻轉老師與學

生的教學角色，在課堂上則增加老師與學生的互動，給予學生思考方向並協助學生解決

問題。 

透過視覺化工具及載具展示，可以使教學不再枯燥乏味[4,5]，有助於誘發學生的好

奇心、強化學生的專注力、提升學生學習動機[6,7]。故本研究嘗試利用 3D視覺化工

具，改變學生對工程數學及水文學等學科的學習方式，透過程式語言把工程數學的應用

轉成視覺化 3D圖，也就是將工程數學的教學內容與河川流量、地下水污染傳輸、地下

水流動等相關應用做結合，以 3D動畫圖呈現，並非單純地解釋公式的應用，改變過去

以往的傳統教學，能滿足領域整合學習，不再侷限於單一課程的內容。 

本研究於上課前要求學生進行預習，稍微了解一下要學習的內容，課後則以自由開

放的態度讓學生學習摸索程式語言，嘗試使用程式語言畫 3D圖，藉由預習與實作加深

印象，而不是單純地套用公式去解課本的習題或應付考試，這樣一來，學生可明確地感

受到成就感，增加學習的熱忱，不再因為作業與考試而對工程數學感到厭煩。所以，透

過創新的教學，能減少學生學後就忘的可能，培養學生自主性的學習能力與獨立的思考

能力、並建立明確清楚的邏輯觀念[8,9]。 

 

4. 教學設計與規劃 Teaching Planning 

(a) 工程數學 

    將工程數學的公式透過寫程式以 3D圖呈現出來，並應用於水文學、地下水課程，

做出河川流量變化、地下水污染傳輸、地下水流動等 3D圖，藉此激發學生們的興趣，

也讓學生了解工程數學的活用，並把不同專業科目串聯一起思考，使得學習工程數學是

一種樂趣而並非單純應付考試、作業。 

(b) 水文學 

在台灣特殊的地形與水文特性，使得水資源極易受到氣候變遷影響，極端乾旱事件

往往對於農業、民生與工業用水產生極大衝擊。在大學各項專業科目中，水文學是水資

源管理最重要的基礎科目。因此本系所開設的水文學具有廣泛的應用價值與跨領域的訓

練。學生在本門課所學習到的專業知識，將有助於其未來在跨領域的學習與發展。然

而，在整個水文學教學課程中，地下與土壤水的運動是同學們最不容易直接觀測與想像

的水文循環過程。加上抽象的物理機制與相對繁雜的數理模式，往往造成這方面的學習

效率低落。因此，希望透過本教學改善計畫，透過土壤水運動的顯像化(visualization) 

技術、數值模擬與實地探索，進一步分析這些工具對於學生理解與吸收效率的影響。土

壤水的運動是農業水資源管理的核心物理機制，也涉及土木水利工程的低衝擊開發設

計，以及海綿城市等新興綠色基礎建設。而利用深層地層結構所進行深層地質碳封存，
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也顯示地下水文學在氣候行動碳中和與淨零碳排上的重要性。因此，此計畫的成果將能

幫助台灣未來在這些領域的人才培育。 

(c) 跨領域整合 

本教學計畫更進一步，將工程數學、水文學、地下水進行跨領域整合，例如為了預

測農業灌溉、地下水水流之動態影像變化，則運用工程數學的 Laplace方程式，而地下

水濃度、熱能傳遞動態變化可以使用工程數學的 Heat 方程式進行預測；也就是針對想

要預測的內容，考慮使用工程數學裡的哪些工具，這可以展現工程數學的活用多元化，

同時也能學習相關的水文學、地下水課程知識，接著把預測結果轉換成 3D圖呈現出

來，不但能完美清楚地呈現預測的情形，還能表現出工程數學的有趣之處。 

配合課程：工程數學、水文學 

教學對象：一般大學—專業系所大學學生 

研究方法：理論科目與應用科目的整合教學、跨領域教學、視覺化教學 

  

5. 研究設計與執行方法 Research Methodology 

(a) 環境領域的數學工具整合： 

將工程數學、水文學、地下水課程整合，進行領域整合學習。在水文學方面，利用

單位歷線與降雨資料去推估河川流量的變化，其中單位歷線可以由瞬時單位歷線求得，

而瞬時單位歷線的推求方法之一便是使用工程數學的折積(convolution)概念，搭配集水

區的降雨紀錄與單位歷線，可推估出集水區的河川流量。在水文學的地下水分析方面，

可以使用熱傳導方程式(heat equation)進行地下水污染傳輸之模擬，以及使用拉普拉斯方

程(laplace equation)推估地下水流動情形。藉由以上的例子來說明工程數學的用處，同

時也能學習其他的專業科目，達成領域整合學習的目的。 

(b) 視覺化 3D繪圖： 

透過程式語言把工程數學的應用轉成視覺化 3D圖，也就是將工程數學的教學內容

與河川流量、地下水污染傳輸、地下水流動等相關應用做結合，以 3D 動畫圖呈現，並

非單純地解釋公式的應用，改變過去以往的傳統教學，能滿足領域整合學習，不再侷限

於單一課程的內容。而透過生動的 3D動畫展示，使教學不再枯燥乏味，有助於誘發學

生的好奇心、強化學生的專注力、提升學生學習動機，並改變學生對工程數學的看法、

態度與情感。 

(c) 自主獨立學習(independent study)： 

於上課前要求學生進行預習，稍微了解一下要學習的內容，課後則以自由開放的態

度讓學生學習摸索程式語言，嘗試使用程式語言畫 3D圖，藉由預習與實作加深印象，

而不是單純地套用公式去解課本的習題或應付考試，這樣一來，學生可明確地感受到成

就感，增加學習的熱忱，不再因為作業與考試而對工程數學感到厭煩。所以，透過創新

的教學，能減少學生學後就忘的可能，培養學生自主性的學習能力與獨立的思考能力、

並建立明確清楚的邏輯觀念。 
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(d) 翻轉老師學生教與學的互動關係： 

本教學方式希望翻轉老師學生教與學的互動關係，請學生上台解釋課程教材，使得

學生更深入了解課程內容，並利用年輕世代學生對科技(電腦、平板、程式、美學)的工

具，進一步更新一般的教學方式與工具。老師則在課堂上則增加與學生的互動，給予學

生思考方向並協助學生解決問題。所以，翻轉教學的重點不是單純地請學生上台解釋課

程，而是在於思考如何更有效益的運用課堂互動時間，增加老師與學生的互動，並培養

學生獨立思考、自主解決問題的習慣，有助於加深學生在課堂中學習的印象。 

 

6. 教學暨研究成果 Teaching and Research Outcomes 

(1) 教學過程與成果 

(a) 傅立葉級數、轉換介紹與 3D圖形 

工程數學教科書中的傅立葉級數公式： 

 
其中傅立葉係數以 Euler公式描述分別如下： 

 

本計畫在課程教學時，每週針對一組（約 5位同學），進行自主獨立學習（同學預

習下週教材）、翻轉老師學生教與學的互動（同學簡報學習內容、老師針對同學解釋不

清楚處提出問題並進行討論）、進行視覺化 3D繪圖（瞭解工程數學之內容、進行程式

撰寫）。 

同學自主獨立完成的程式撰寫，將傅立葉級數視覺化成果如下，該組同學因自主學

習，更深入瞭解其數學意義，也提供視覺化的效果，協助其他同學學習。 
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(b) Eigenvalue及 Eigenvector 的座標旋轉之視覺化呈現 

Eigenvector 的概念是種線性轉換, 可能會存在一向量, 該向量經過該線性轉換得到的結果只

有縮放, 沒有旋轉. 則該向量即為 eigenvector, 而縮放的值就是 eigenvalue。 

 

 

(c) 偏微分 Laplace方程式在農業灌溉、地下水水流之模擬，可用 Laplace方程式表達： 

∇2h2 =
∂2h2

∂x2
+
∂2h2

∂y2
+
∂2h2

∂z2
=
2S

Kx

∂h

∂t
 

本計畫針對此課程內容，執行自主獨立學習，翻轉教與學，進行老師學生互動討論，再

進行視覺化 3D繪圖，此部分同學的成果如下，他們結合二維圖形（非拘限含水層的滲流水

面線變化）與三維地形，進行 Laplace方程式的農業灌溉、地下水水流之模擬。 
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(2) 教師教學反思 

 在整學期的課程中，希望同學對此領域有整體的內容與瞭解，期初用課程大綱對學
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生進行整體的架構解說，且每週課程對該週單元領域教學外，也解釋每一單元與此課程

整體架構之關係，讓同學的知識連貫而不片段，能作整體性的思考。 

 學期的課程教學中，希望提升同學興趣，不定時的丟出問題，給同學思考的時間，

與其他同學討論的機會，回答的機會，並且儘量在理論中，穿插實際例子與圖形影片。 

 啟發學生的創造力與針對問題有獨立思考的能力：給予同學課後閱讀的相關論文

paper，過程中協助同學解決問題，最後讓同學上台簡報，訓練同學報告的清楚與完

整、回答問題的的思考邏輯，也希望創造課堂中同學與老師、或同學與同學間的討論風

氣。 

 在課後，針對不同學生有不同的適性教育：將上課同學分組，利用下課後的時間，

與同學討論課程相關之內容或 paper，希望提高同學對此領域的興趣，並教導同學學術

研究的思考方式，解決問題的能力。 

 在每節課的最後，與學生討論這週的課程內容最有問題的是哪一部份，可以讓學生

思考本週學到哪些東西，哪部分懂了，哪部分還有問題，課後還可以繼續回答問題，或

下週將不清楚的部分再做加強解釋。 

(3) 學生學習回饋 

學生評語[教學意見調查統計表上之資料] 

⚫ 老師非常有耐心，課後也會留下來幫我們解惑，上課方式讓

我們的吸收效果很好。 

⚫ 很用心教學的老師，盡量讓學生理解課本裡想表達的意思，

用最簡單以及學生最能理解的方式，雖然有時候感覺的出來老師

可能有短暫的被困惑了，但是在一個下課後，還是會再講一遍希

望我們真的有學到東西，謝謝老師的用心教學，受益良多!  

⚫ 老師整理的筆記超好用的，讓我讀起來事半功倍，輕鬆許多

呢! 

⚫ 授課內容很棒 課本很棒 推倒清楚 文字內容清楚 章節重點 具體

舉例也都很清楚 希望可以改進的部分 就是如果有足夠的時間 在講解

例題的時候 可以選一兩題後面比較特別或是困難的題目 因為我們寫習

題的時候都覺得 後面有不少老師選的題目 前面課程內容 並沒有辦法

幫忙解決 因為課本本身的推導就很清楚 圖也很清楚 老師可以多著墨

在課本上 沒有的應用 謝謝老師老師辛苦了!!!每次看老師這麼賣力的在

台上講解我就覺得好感動 

⚫ 老師總是很認真教學，也願意幫同學解惑，更會設身處地為學生著

想，讓我很感動! 謝謝老師這學期的教導。 

謝謝老師這學期的教導，而且老師人很好!!!! 都會細心為學生解惑~老

師加油 

 

7. 建議與省思 Recommendations and Reflections 

本計畫將 3D視覺化建模工具應用到課程教學，應用課程包含工程數學與水文學。

本計畫在工程數學與水文學的教學中，利用 3D建模視覺化，模擬工程數學中的傅立葉

級數圖形，傅立葉轉換、特徵值特徵向量、偏微分方程式模擬，及水文學中的地下水模

擬、地下水污染傳輸、地下水流動。本計畫已完成的目標包含環境領域的數學工具整
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合、視覺化 3D 模擬、自主獨立學習、及翻轉老師學生教與學的互動關係。 
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